Teoria cuantica: Técnicas y aplicaciones.
Movimiento de vibracion.

Movimiento de rotacion.



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

Una particula realiza un movimiento armadnico si experimenta una fuerza de
recuperacion proporcional a su desplazamiento: F = —kx

donde k es la llamada constante de fuerza.
Mientras mas rigido es el "muelle", mayor sera el valor de £.

dv

Como la fuerza se relaciona con la energia potencial mediante: F = ———
dx
La fuerza en la ecuaciéon F=-kx se corresponde
a una energia potencial:

dVv dv
Vzlkxz kx=g—>j(bc)dxzjgdx
2
Ecuacidon de una parabola

Por eso se le llama "energia potencial parabdlica" a la
energia potencial caracteristica de un oscilador arménico.

La ecuacion de Schrodinger para T
una particula (con esta energia | _ h (x) +lkx2\P(x) _ E‘P(x)
potencial) serd entonces: 2m  dx’ 2

Energia potencial, V

X

@200 @

m ma2

v

Desplazamiento, x



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

Niveles de energia:

7 dZ\P(x) 1., ecuacion clasica de ecuaciones diferenciales,
_2m i +Ekx LP(X)ZEIP(X) con soluciones conocidas (ver Apéndice 1).
1/2 )
1 h [k v (=l B by one s
Soluciones: E =|v+— |—, |— U(x)— 2o\ 7 U(x)e
v 2 )27 \'m vNT

La expresion de la energia también se puede escribir como:

1 k 1/2
E, =(U+Ejha) donde: wz(—j v=0,12,...
m

H : Polinomio de Hermite
mk
ﬂ: ?
mm .
12  Masareducida
m, +m,

o se conoce como frecuencia angular y es proporcional a la frecuencia
clasica de un oscilador de masa m sometido a una fuerza restitutiva -kx

La cuantizacién de los niveles de energia del oscilador armdnico es consecuencia (al igual que en el caso de
la particula en la caja) de imponer condiciones de contorno a las soluciones de una ecuacion diferencial.



Movimiento de vibracion Oscilador arménico
1 1/2
EU:(U—i__jha) a):(kj v=0,1,2,...
2 m

w es directamente proporcional a la constante de fuerza e
inversamente proporcional a la masa.

La separacion entre niveles de energia adyacentes es la misma
para cualquier par de valores v. O sea, los niveles de energia
estan separados con espaciado uniforme.

Tomemos por ejemplo el estado con v = 2. La energia
total serad: 5/2hm, pero la energia potencial varia con
el desplazamiento (x): en los extremos (x =a y x = -a)
la energia total es igual a la energia potencial y la
energia cinética es 0; en x = 0, la energia potencial es 0
y la energia cinética es 5/2h®.

m mz
Energia v
potencial, V ’
_,....‘%/ ! 8
g /o
- . 6
2L /s
Jen /4
o - /3
- AL /2

Desplazamiento, x

La curva representa la energia potencial
en funcion de x. Las lineas horizontales
representan la energia total de cada
estado caracterizado por el numero
cuantico vy es una independiente de x.



Movimiento de vibracion Oscilador arménico .\ngj.

m mz

Energia de punto cero:

1/2

1 k
E, = U+5 hao wo=—| v=0,12,..
m
El menor valor permitido de v es 0. La energia correspondiente  f7 _— lha)
se conoce como energia de punto cero y es igual a: 0 2

La razon matematica de la energia de punto cero es que v no puede tomar valores negativos, ya que si los
tuviera la funcién de onda tendria un comportamiento erréneo.

La justificacion fisica es la misma que la planteada para la particula en una caja: la particula esta
confinada, su posicion no esta completamente indeterminada. Por lo tanto su momento y (en
consecuencia) su energia cinética no puede valer exactamente cero. Si el momento fuera 0, también lo
seria su incertidumbre y se violaria el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Podemos imaginar el estado de punto cero como aquel en el que la particula fluctua continuamente
alrededor de su posicion de equilibrio. En mecanica clasica, por el contrario, la particula podria estar
inmdvil (momento y energia cinética iguales a 0).



Ejercicio:
Oscilador armonico



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

El espectro del oscilador arménico: E = [U + Ej ho

Cuando el oscilador armonico pasa del estado de energia E ; a un estado de energia mayor E ,
absorbe energia de magnitud: AE=FE - E,;
Sin embargo, no todas las transiciones son posibles. La regla de seleccion es: Av = +1.

O sea el oscilador armdnico solo puede pasar al nivel inmediatamente inferior o al nivel
inmediatamente superior. Las lineas que aparecen en el espectro vibracional corresponden

entonces a la frecuencia:

—Ev+l_Ev V=l (U+1+1Jha)—(u+l)ha) -9
h h 2 2 2

VvV =
La Unica linea permitida es la que corresponde a un fotdén de frecuencia (v) equivalente a la
frecuencia angular cldsica de vibracion (w). Es importante distinguir entre la primera (v) que es la
frecuencia de la luz y la segunda (@) que es la del movimiento mecanico de vibraciéon de un
oscilador armonico: )

V=—-
27



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

El espectro del oscilador armonico:

El problema del oscilador armdnico encuentra aplicacidon directa en el analisis de los
espectros de vibracion de moléculas.

En el caso de una molécula diatémica AB, la 1 I
banda espectral intensa que corresponde a las o=— |—
transiciones vibracionales esta centrada en: 27 H

donde k es la constante de fuerza del enlace A-B

Sin embargo, es importante saber que el modelo del oscilador armodnico para
vibraciones en moléculas es una aproximacion. En realidad las vibraciones en las
moléculas no son perfectamente armonicas, (el potencial no es exactamente una
pardbola), y las transiciones con Av = £+ 2 o 3 son permitidas, aunque aparecen con
mucho menos intensidad que las que corresponden a Av ==+ 1.

La presencia de estas bandas adicionales (llamadas sobretonos) en el espectro
de una molécula diatdmica sirve para verificar la asignacién de una banda.



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

Funcion de onda:

H: Polinomio de Hermite

I |8
LPu(x): 2V ; HU(X)Q ’ p= ’Z—f

Veamos las similitudes entre el oscilador armdnico y la particula en una caja, para ello vamos a
anticipar la forma de las funciones de onda del oscilador sin llevar a cabo calculos detallados.

Al igual que la particula en una caja, una particula sometida a un movimiento armonico esta
confinada en un pozo simétrico donde la energia potencial alcanza valores muy elevados (hasta
llegar a valer infinito) para desplazamientos suficientemente grandes. Sin embargo, existen dos
diferencias importantes:

1. Como en el oscilador armdnico la energia potencial tiende a infinito como X2 y no de forma
abrupta, la funcidén de onda se aproxima a cero a distancias grandes mas lentamente que la
funcion de onda de la particula en una caja.

2. Como la energia cinética del oscilador depende del desplazamiento de una forma mas compleja
(a causa de la variacion de la energia potencial), la curvatura de la funcidon de onda también varia
de una forma mas compleja.



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

Funcion de onda:

Como en el caso de la particula en
la caja unidimensional, las
funciones de onda pueden ser
representadas en un grafico
superpuesto al diagrama de niveles:




Movimiento de vibracion Oscilador arménico
Funcion de onda:

La funcidn de onda, y consecuentemente la densidad de probabilidad, no
son cero en los extremos (donde la energia total y la energia potencial se
igualan). Por ejemplo, para una particula con energia total E1, la funcién de
onda no es cero en puntos con x > al, y existe una probabilidad finita de
gue el oscilador se encuentre en x > al.

En un punto A sobre la horizontal E1 y x > a1, la energia potencial de la

particula es V,, que es superior a la energia total E1. Por lo tanto la energia
cinética sera negativa. La posibilidad de que la particula se encuentre en 1
puntos donde V > E es un efecto cuantico (efecto tunel), porque parece que -

la particula penetra en la barrera de potencial como por un tunel. E 2 a‘l 2 4

La explicaciéon de este fendmeno, al igual que para la energia del punto cero, es el principio de incertidumbre: el
concepto de posicidn tiene un sentido diferente en el caso de particulas microscopicas y la interpretacion clasica
no puede aplicarse sin llegar a contradicciones.

De acuerdo a la mecdanica cudntica las funciones de onda no son necesariamente cero en regiones clasicamente prohibidas, y hay
una probabilidad finita de tunelaje entre una regién permitida y otra, a través de una regién prohibida, siempre y cuando la
barrera no sea infinitamente alta ni infinitamente ancha, y cuando la masa de la particula es pequefia. La probabilidad de tunelaje
disminuye al aumentar la masa de la particula, el ancho de la barrera o su altura.

11



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

Funcion de onda:

1/2 ) H: Polinomio de Hermite
L |p 5
Tu(x): ZUU' ; Hu(x) g = ’Z—f

La funcidn de onda es el producto de una constante x un polinomio en x x funciéon gaussiana.

Y también la podemos escribir como:

_LZ hz 1/4
¥(r)=NH (v)e? y== a=[—j
(94

12



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

2

Funcion de onda: ‘I’(x):NUHU(y)eyz yzﬁ o = h_z

Los polinomios de Hermite son soluciones de la ecuacion diferencial:

d’H, dH,
— 2)/

> +2v0H, =0
dx dx

Estos polinomios satisfacen la relacién recursiva: H,,, —2yH +20H, =0

v H,(y)
Pertenecen a la clase de - ]
funciones llamadas 0 ] Integral importante:
polinomios ortogonalesy 1 2y +o0 ., 0 siv'#v
permiten realizar de forma 2 a4y’ -2 H H e’ dy=
. ) v v 1/2 21) ] 2 "
relativamente sencilla 3 8y - 12y “o Z v: S1U =V
muchos calculos en 4 16y* — 48y? + 12
mecanica cuantica. 5 32y° — 160y° + 120y
6 64y® — 480y* + 720y - 120

13



Movimiento de vibracion

Funcion de onda:

Funciones de onda normalizadas
para los primeros estados del
oscilador armonico.

El nUmero de nodos esiguala vy
las funciones de onda alternadas
son simétricas (v par) o
antisimétricas (v impar) alrededor
de y = 0 (desplazamiento cero).

Oscilador armonico
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Movimiento de vibracion

Funcion de onda:

Oscilador armonico

v H,(y)
0 F Wy,
1 2y
2 4y’ -2
3 8y~ 12y
Y,
x2 Xz
52 )
U=O—>‘I’O(x)=NOez‘)‘2 —> ¥, (x)=Nse“
2 x2 l.|J1

U=1—>‘P1(x)=N0(2y)e_ﬁ

x2

v=2->Y,(x)=N, (4y2—2)e 2a°

X

v=3->V¥,(x)=N, (8)/3—12)/)6_20‘2 — ¥, (x)zNO2 (8y3—12y) e

Y2

15



Movimiento de vibracion

Funcion de onda:

Analisis de las expresiones matematicas:

La funcién gaussiana tiende rdpidamente a cero
cuando el desplazamiento aumenta (en cualquier
direccion), por lo que todas las funciones de onda
se aproximan a cero a grandes desplazamientos.

El exponente )? es proporcional a x*(mk)"> de modo
gue la funcién de onda decae mas rapidamente con
masas grandes y muelles mas rigidos.

Cuando v aumenta, los términos de los polinomios
de Hermite cobran mayor importancia (como x?) y
su contribucién a las funciones de onda hace que
estas crezcan mucho antes de que la funcion
gaussiana las amortigie. Como resultado, al
aumentar o las funciones de onda se extienden
sobre un intervalo mas amplio.

Oscilador armonico

16



Ejercicios: Oscilador armdnico

Ejercicio 1
Confirme por evaluacion explicita de la
integral que W0 y W1 son ortogonales.

Consejo: Utilice la integral de
polinomios de Hermite.

17



Movimiento de vibracién Oscilador arménico
Propiedades de los osciladores:
Utilizando las funciones de onda podemos calcular las propiedades de un oscilador arménico.
Los valores esperados de un observable (Q2) se obtienen evaluando las integrales:

<Q> — on \PZ ﬁ‘{’u dx donde las funciones de onda estan normalizadas.

Cuando se sustituyen las funciones de onda explicitas, las integrales resultantes parecen muy complejas, pero
los polinomios de Hermite tienen varias propiedades que simplifican el calculo.

Por ejemplo, el desplazamiento medio x y el desplazamiento cuadratico medio x2 del oscilador, en el estado
con numero cuantico v, seran:

1 # El resultado para x (constante) indica que el oscilador tiene
<x> =0 vy <x2> = (U +—]—U2 la misma probabilidad de encontrarse a cada lado de x =0
2 (mk) (al igual que un oscilador cldsico ).

El resultado para x? indica que el desplazamiento cuadratico medio aumenta con v.
Este aumento corresponde al aumento de la amplitud clasica de las oscilaciones al
incrementarse la energia del oscilador.

18



Movimiento de vibracion Oscilador arménico

Propiedades de los osciladores:

El valor esperado de la energia potencial media de un oscilador se puede calcular segun:

<V>=<%kx2>:%(u+%jh %z%[u+%jha)

Y como la energia total en el estado con nimero cudntico ves: E, = (U+—jha)

<V> _ lkxz _ lE La energia total es ademas la suma de la energia potencial mas la
2 2 Y energia cinética. Entonces, la energia cinética es también iguala 2 E .

Esta igualdad (V=T) es un caso especial del teorema del virial, que enuncia: Si la energia potencial de una

particula tiene la forma V' = ax?, entonces su energia potencial media y su energia cinética media estan
relacionadas por 2{T)=b{V’). Para un oscilador armdnico b=2, por lo que V'=T.

19



Ejercicios: Oscilador armdnico

Ejercicio 2
Calcule el desplazamiento
cuadratico medio x? de la
particula desde su posicion
de equilibrio. (Use la
relacion de recurrencia dos
veces).

20






Movimiento de rotacion

Y
En dos dimensiones: particula en un anillo
m
Planteamiento del problema: Consideremos una particula de masa m restringida 59 1\ .
a moverse en una trayectoria circular de radio » en el plano xy.
La energia total serd igual a la energia cinética, EoT- I, 1 p2
ya que V=0 en cualquier punto: ) my- = 2 m
Segun la mecanica clasica, el vector momento angular J J?
. . — — — — z
alrededor del eje z (que es perpendicular al plano xy) es: J,=xpr —> p= 72 y E=T= mr
J:

Y como el momento de inercia es I=mr? : E =

21

No todos los valores del momento angular estan permitidos en mecanica cuantica.
Tanto el momento angular como la energia de rotacion estan cuantizados.

22




Movimiento de rotacion

En dos dimensiones: particula en un anillo

Cuantizacion del momento angular

- h
Yavimos que: J, =X pr y la relacién de de Broglie establece que: p = 7
Entonces podemos expresar el J = +ﬂ Los signos representan direcciones
momento angular como: T A opuestas de la trayectoria

El momento angular aumenta cuando disminuye la longitud de onda de la particula en una
trayectoria circular de radio dado. Por lo tanto, si la longitud de onda esta restringida a valores
discretos, entonces también lo estara el momento angular.

Veamos entonces qué valores puede tomar la longitud de onda.

Supongamos que A puede tomar cualquier valor. En ese caso, ¥ depende del Angulo
azimutal (¢ ). Para ¢>27, ¥ sigue cambiando, pero para un valor arbitrario de A conduce
a valores diferentes para puntos cuya coordenada angular solo difiere en 27t. Esto no es
aceptable ya que violaria la periodicidad (y continuidad) de V.

Entonces solo algunos valores del momento angular son aceptables y tanto el momento
angular como la energia de la particula estan cuantizados.

23



Movimiento de rotacion

En dos dimensiones: particula en un anillo

Cuantizacion del momento angular

27y
Las longitudes de onda permitidas son: A=—
m

Entonces, el momento angular esta limitado a los valores:

Y
: A 27r

con 1m,

Y los valores permitidos de energia seran:

LS mw
21 21

La funcién de onda con m/ = 0 serd entonces: ¥, (¢)

=0,=1,+2,...

Y las funciones de onda normalizadas:

S e
N

donde m, es el numero cuantico de momento
angular y toma valores enteros, incluyendo el 0.

Los valores positivos de corresponden a la rotacién en
sentido horario de las agujas del reloj (alrededor del eje z)
y los valores negativos a la rotacién en sentido.

y tiene el mismo valor en todos los puntos del circulo.

24
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Movimiento de rotacidn
m
En dos dimensiones: particula en un anillo / 5\
Principio de incertidumbre: \/
Para estimar la probabilidad de encontrar a la particular en una determinada eme
region del espacio circular calculamos la densidad de probabilidad: \Pm/ (¢) = \/—
27

2 _ *
B eim,¢ eim/¢ B e‘im/¢ eim1¢ ~ 1
27 ) \\27 N2 \\27m ) 27
Como el resultado obtenido es independiente de ¢, la probabilidad de localizar a la particula en
una region particular del anillo es también independiente de ¢. O sea, la posicion de la particula

esta completamente indefinida. Conocer con precision el momento angular implicara entonces
eliminar la posibilidad de especificar la posicion de la particula.

El momento angular y el angulo son un par de observables complementarios y no puede
conocerse los valores de ambos simultdneamente con precisidn arbitraria.

Son otro par de variables conjugadas, relacionadas por el principio de incertidumbre.
27




Movimiento de rotacion

m
En dos dimensiones: particula en un anillo Resumiendo: < N9

La energia de una particula restringida a moverse en un anillo esta cuantizada por m;.

m, puede tomar valores 0, 1, +2, ...

2rr
Los valores permitidos de la longitud de onda asociada son: A= m_
" m, h :
Los valores permitidos del momento angular son: J_ == 5
T

2 22
Los valores permitidos de la energia son: F = m h

21

La energia de rotacion es independiente del sentido de la rotacidn (depende del cuadrado de m,).

Los estados con valores de £ml son doblemente degenerados. El Unico estado no degenerado es el
correspondiente a m; = 0.

Al aumentar el momento angular, aumenta el nimero de nodos de la funcién de onda.

La longitud de onda disminuye con el aumento de m;,.

28



Movimiento de rotacion

En tres dimensiones: particula en una esfera

El Hamiltoniano para una particula confinada en una esfera de radio r es:

PR ~ ~ 2 82 82 62
H=T+V=-—-V*+V Vies—+—+—
2m ox~ oy~ Oz
N Las funciones de onda soluciones de esta ecuacion son
Supongamos que en la superficie de la esfera la ortonormales y se conocen como armadnicos esféricos:
particula puede moverse libremente. El potencial
sobre la esfera sera V=0 y dentro o fuera sera Y;" ((9,(0)
infinito. Sobre la esfera el radio es constante, la
) . . yo= (L )" 2 _ (15 \12 12 o, 120
funcion de onda dependera de los angulos, 0= \4x Y =(§j} sin” be
Y(o,¢), y la ecuacion de Schrodinger sera:
(4o0hy . rP=(2 )" cost ¥9=(1%-)" (5 cos?0 -3 cos 0)
2
——V’Y(0,0)=EY(6 vy =F (= )" sin getid ! =F (2L) " 5in 0 (5 cos? 0 - 1)e
7 > P > P i 81 3 64,
m
5 \112 (105)1/2 .2 +2i,
[0 Za__ 42— 2= [0
Y(4,0)=0(0)d(p) r9=(12)" G eos?o-1) v#2=(392)" sin%6 cos be
Yfl=F (-é—f;)m sin 6 cos fe™® Y =F (6%)“2 sin> Ge3i¢

A






Movimiento de rotacion

En tres dimensiones: particula en una esfera

Yo
Primeros armaonicos esféricos o
(funcién de onda):
0
y9 - (ﬁ )1/2 vge G_l_%)m sin? 61254 Y;‘ Y'ZI Y:
Y0 = (% )“2 c0s Y0 = (16%{)”2 (5 cos® 8 — 3 cos 6) £ : &
Ylﬂzi(sin)”zsmaet@ Y3ﬂ=$(6—il;)msin6(5 cos? 6 — 1)ei% ha SUNE “ IRo +y
@) owien @ eenn y2 Y)Y YL g2
vt =% (L) sin 6 cos ot v =% (Z2)" sind pet3s z 7z A g 2
.F;&ﬂ: + Ty kg Y e ﬁ'ﬂf
N R S S

+
%
4
L
+
Q}Pﬁ
,,
+
b
+
]
i/
+
s
+
p-
+
b
+
’%_ﬁ oa-s.o

3 3
+Z
é; *
+x¥ Tty +Y

Ty
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Movimiento de rotacion

En tres dimensiones: particula en una esfera

Y06, o)

Y@, o)’ (¥ o)

L

Primeros armodnicos esféricos
(densidad de probabilidad):

: @

Yé’:(ﬁ)m Yzﬂ=(315 )m 2 g 21 i
8% . L G R VA
YiO:(ﬁ) cos 6 Y30_(16) (5 cos? 8 — 3 cos 6) E
rew(E) o rp=3(E) a0 ato- e &, f ‘
=(-3- #2_ (105)12 . o £ip
YZO'(15 ) (3 cos26-1) £, —(32”) sin2 @ cos fe i i i 1
0 # | d 2 g 3 £
; K Y, (6. Y3 (6. Y; (6.
Y2ﬂ=$ slTi)msinf)cosﬁe Y3 —+(&5) sin3 Ge 30 |Y_‘-t (a, @)l | 1( ¢')| ! 3(’..‘6)' I 3(' o)l




Movimiento de rotacion

En tres dimensiones: particula en una esfera

2

——V*¥(0,0)=EV¥ (0
- (6,0) (6,0)

h

Los autovalores de esta ecuacidn estdn cuantizados segun: E= l(l + I)E [=0,1,2,...

Ya vimos que la energia de una particula en rotacidn esta relacionada clasicamente con su momento
angular. En el caso de la particula en la esfera la cuantizacion del momento angular viene dada por:

J=nJI(1+1) [=0,1,2,..

Y los de su componente z, por: J_=m, h m,=0,t1,+2,...

El numero de nodos en la funcidon de onda aumenta con / (a mayor momento angular,
mayor energia cinética y funciones de variacién mas brusca).

Los estados correspondientes a momentos angulares elevados alrededor del eje zZ son en
los que mas lineas nodales cortan el ecuador (una energia cinética elevada surge del
movimiento paralelo al ecuador ya que la curvatura en esa direccidon es mas pronunciada).

33



Movimiento de rotacion

En tres dimensiones: particula en una esfera Cuantizacién espacial

Que m, esté cuantizado para cada valor de / (m; =0, =1, £1, ...) J=h Z+1
implica que J, solo puede tomar 2/+1 valores para cada /. J.=mh

El vector que representa al momento angular tendra que ser de longitud proporcional a su magnitud, /(/+1)'?
unidades, y orientado de modo que su proyeccion sobre el eje z sea de longitud m,. En términos clasicos, esto
significa que el plano de rotacion de la particula solo puedo tomar un conjunto discreto de orientaciones (la
orientacion de una particula que gira esta cuantizada).

Prediccion
clasica Resultado

Haz de atomos de plata
;. , . , experimento
El resultado mecanico cuantico de que una particula que
gira no puede tomar una orientacidon arbitraria con N

respecto a un eje determinado (por ejemplo, un eje A
definido por la direccién de un campo externo aplicado, | N
eléctrico o magnético) se llama cuantizacidon espacial y
fue confirmada por el experimento de Stern-Gerlach.

X

Fuente

Campo magnético
inhomogéneo

34



Movimiento de rotacion

En tres dimensiones: particula en una esfera Componentes de J

éPor qué nos referimos siempre a la componente z del momento angular?

Veamos los operadores correspondientes a las diferentes componentes:

~ h[ O 0 ~ h{ O 0 ~ h( O 0
Ji=—|y——z— Jy=—|z——x— J:=—|x——y—
i\" 0z oy i\ ox oz i\ oy ~ ox
Estos operadores no conmutan (pueden demostrarlo): Por lo tanto, no podemos determinar mas de
~ ~ ~ ~ - ~ ~ o~ ~ un componente a la vez (excepto que /=0). O
|:Jx,Jy:|:thz |:Jy,Jz:|:thx |:J29Jx:|:ih-]y sea, las componentes del momento angular
son observables complementarios.

El operador para el cuadrado de la magnitud del momento angulares: J =J,+J,+J. = B2

1 0 1 o . 0
— ~+————sinf—
sin“ @ 0¢~ sin@ 060 00

donde A? es el operador legendriano: A% =

A2 A

~2
J siconmuta con las componentes del momento angular: [J ,Jq}z 0 g¢g=x,yo0:z

Resumiendo: podemos conocer simultaneamente, con precision arbitraria, la magnitud
del momento angular y una de sus componentes pero no dos componentes a la vez. 35



Movimiento de rotacion

En tres dimensiones: particula en una esfera

Representacidn grafica del vector
momento angular para /=2 (m=0, 1, +2)

z El modelo vectorial del momento angular usa
representaciones como las de esta figura.

Los conos estan dibujados de manera que la longitud del
vector representa la magnitud del momento angular.

El vector que representa el estado de momento angular
puede pensarse como un vector con su extremo situado
en cualquier punto de la abertura del cono.

Por tanto aunque cada cono tiene una proyeccion definida
(de m; unidades) sobre el eje z, que representa el valor de
L., las proyecciones de [, y [, estan indefinidas.
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Ejercicio: rotacion

Ejercicio 3

Repita el célculo para la molécula
H'?’I (misma longitud de enlace
que en 'H'2T).
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Movimiento de rotacion Prediccion

clasica Resultado

Haz de atomos de plata
experimento

Momento angular de espin

Stern y Gerlach observaron dos bandas de atomos de Ag en su experimento.
Esta observacion parece estar en conflicto con una de las predicciones de la
mecanica cuantica, ya que un momento angular / da origen a 2/+1 orientaciones
(para que fueran 2 orientaciones, [ tendria que valer 2 lo que contradice que /

debe ser entero). sl

Fuente

Este conflicto fue resuelto con la sugerencia de que el momento angular que observaban no tenia origen orbital
(el movimiento de un electrén alrededor de su nucleo atdmico) sino que surgia a partir del movimiento del
electron alrededor de su propio eje. Este momento angular intrinseco del electrén es llamado espin. La
explicacion de la existencia del espin se obtuvo cuando Dirac combind la mecanica cuantica con la relatividad
especial para establecer la mecanica cuantica relativista.

El espin de un electrdon no tiene que satisfacer las mismas condiciones de contorno que las particulas que se mueven
alrededor de un punto central, de manera que el numero cuantico para el momento angular de espin esta sujeto a
restricciones diferentes. El nUmero cudntico de espin se representa con la letra s (al igual que / no puede ser negativo)
y el nimero cuantico magnético de espin (que representa la proyeccién sobre el eje z) con m,.

La magnitud del momento angular de spin es: 7, /S(S + 1)

Y la componente m # esta restringida a 2s +1 valores (m,=s, s-1, s-2, ..., -s)
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Movimiento de rotacion

Momento angular de espin

El analisis detallado del espin de una particula es complejo y muestra que esta propiedad no debe ser tomada
como un movimiento de rotacidn real. Es mejor considerar que el espin es una propiedad intrinseca, como la
masa y la carga. Sin embargo, esta imagen puede ser muy util cuando se usa con cuidado.

Para el electron solo esta permitido el valor de s = 4, correspondiente a un momento angular de magnitud
h(34)”. Para todos los electrones tiene el mismo valor.

El espin puede estar orientado en 2s +1 = 2 direcciones diferentes. Una orientacién corresponde a m, = 72 (este
estado a menudo se identifica por a. o ™; la otra orientacion corresponde a m, = -2 (representado como f3 o )

El resultado del experimento de Stern-Gerlach puede explicarse si suponemos que cada atomo de Ag posee un
momento angular debido al espin de un electrén individual, entonces las dos bandas de atomos corresponden a
las dos orientaciones de espin posibles. Recordemos que Ag: [Kr] 4d!° 5s!.

Otras particulas elementales también tienen espin caracteristico. Protones y neutrones son particulas de
espin semi-entero (s = ). Debido a que sus masas son mayores que la masa de un electrén, aunque
tengan el mismo momento angular de espin, la imagen clasica es que estas particulas girarian alrededor de
si mismas mas lentamente que un electrén.



Movimiento de rotacion

Momento angular de espin

Algunas particulas elementales tienen s =1. Por lo tanto su momento angular intrinseco es de magnitud 7 (2)”.
Para los propdsitos de este curso, la particula mas importante con s =1 es el fotén.

Las particulas con espin sementero se llaman fermiones y las de espin entero (incluyendo 0) se llaman bosones.

Es una caracteristica fundamental de la naturaleza que todas las particulas elementales que
constituyen la materia sean fermiones mientras que las particulas responsables de las fuerzas que
ligan a los fermiones entre si son bosones.

Por ejemplo, los fotones transmiten la fuerza electromagnética que liga a las particulas cargadas entre
si. Por lo tanto, la materia es un conjunto de fermiones que se mantiene unido por fuerzas
transportadas por bosones.

El momento angular total es la suma del momento angular
orbital y el momento angular de espin: J=L+ S
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Movimiento de rotacion

Momento angular

Representacion grafica de la
descomposicion del vector
momento angular total en sus
componentes orbital y de espin
(J en morado, L en azul, S en
verde).
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Movimiento de rotacion

Momento angular

Cuadro resumen (representaciéon separada de componentes):

—

Determina

Niimero cuantico Simbolo  Valores

Momento angular orbital | 0,1,2,...

Magnélif.ﬂ ”1] L I_ l: “an :Il-il

Espin 5 %

Magnético de espin m, e

Total j l4+s,1+s5=1,...,|1=5]
Magnético total m; Bi=Lo =i

e

Magnitud, {I(1+ 1)}k
Componente en el eje z, m;k
Magnitud, {s(s+ 1)}k
Componente en el eje z, m h
Magnitud, {j(j + 1)}"?

Componente en el eje z, mjh
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Apéndice 1:

Solucidn de la ecuacidn de Schrodinger para el oscilador armonico:
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El potencial del oscilador armdnico en una dimensién corresponde a la siguiente
expresion matematicas:

Ve:%kzﬂ (1)
donde k es la constante de la fuerza del oscilador. El Hamiltoniano es

X B2 42 1
H= —— + _ka?
2m dr2 ™ 2 *

v la ecuacion de Schrodinger es:

R 21
LEEE§+3MQEM12EM” (2)

Esta ecuacion puede ser escrita como:

E;w+m—ﬁ%%w:0 (3)
donde
2mkE
=2 (4)
}."
k
g2 v (5)
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El método comunmente empleado para resolver ecnaciones lineales y homdgeneas
como la ec. 3 es el siguiente:

(1) Encontrar la solucion asintética (para valores grandes de |x|)

Como F es un ntimero finito, para cualquier valor de FE es posible encontrar un valor
de mayores que E, se cumpla que:

tal que, para todos los valores de |z

&I

a < 32
Entonces la ec. 3 adquiere una forma mas sencilla:

d&2v 5,

— = 3" 6

dr? ' (6)
que admite soluciones de tipo exponencial, e Derivando la funcién de ensayo v
substituyendo en la ec. 6:

2 2 2
2ae* 4 '—1&21.'260'1: — IBQI:QB&E

Para la solucién asintética, el primer término del miembro de la izquierda es des-
preciable. Se obtiene

v la solucién es:
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El primer término de esta funcién tiende a infinito para |x| — oo, de modo que no
cumple con el postulado I v es necesario eliminarlo imponiendo la condicion ¢; = 0.
Finalmente,

2

¥ = Ne 37 (7)

es la solucion asintética correcta.
(2) Introduccion en la solucion de un polinomio en x

Para modificar la funcién asintdtica de manera que sea vilida en todo el espacio
(—o0 < x < o0), se postula una nueva funcion:

W= 57 f(x) (8)
donde f(x) es un polinomio en = del cual hay que determinar los coeficientes. Sub-
stituyendo en la ec. 3 se obtiene:

f"—=2Bzf' 4+ (a—B)f=0 (9)

donde f’y f" son las derivadas primera y segunda de f(x), respectivamente. La ec. 9
es exactamente analoga a una ecuacion bien conocida en matematicas, la ecuacion
diferencial de Hermite, cuyas soluciones son los polinomios de Hermite: H,(£). Los
primeros polinomios de Hermite son:

Ho(€)=1 (10) Hy(6) =42 -2 (12)
Hi(§) =26 (11) Hy(€) =83 —12¢ (13)
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donde £ =Dz (14)

Es importante notar que estos polinomios son, alternadamente, funciones pares e
impares, es decir que contienen solamente potencias de la misma paridad.

Algunas propiedades importantes 1itiles de los polinomios de Hermite son las

siguientes:
. 1 .
EH,(§) = 2 v+1(§) +vHy—1(§) (15)
dH,(§) :
=2vH, _ 16
a vHy 1(§) (16)
oo e " '
/_ Hu(€)Hm(€)e™ dr = V/m2"v! we=m (17) Y las funciones de onda
~ , normalizadas son:
/ Hy(6)H,(6)eEdr=0 sivZm (18)
o 1/2
Se demuestra que las soluciones son aceptables si cumplen la condicion: U, (z) = 5 1 | E Hl__(g;)g—%
AN TH T o
(8
——1=2v 19
3 (19)

donde v es un nmimero entero. Substituyendo « y [ por sus valores respectivos se
obtiene la condicién de cuantificacion de los niveles de energia del oscilador arménico:

E, - ( + %) %\/ﬂg (20)




