Teoria cuantica:

El comportamiento de sistemas microscopicos.
Los principios de la mecanica cuantica.



Estructura atomica

Espectros atdmicos

Cuando las radiaciones electromagnéticas interactian con la materia (atomos, moléculas, etc) los efectos
resultantes no siempre son tan dramaticos como lo descrito para los efectos Compton y fotoeléctrico, donde
se desprenden electrones. Cuando la radiacion incidente es de menor energia que la necesaria para producir
estos efectos, no hay desprendimiento de electrones sino que la radiacidn puede ser absorbida por la
materia. Cuando se registra este efecto se obtiene lo que se conoce como espectros de absorcion. Por el
contrario, la materia también pude emitir radiaciones electromagnéticas y el registro de este efecto se
conoce como espectros de emision.
frecuencia

A finales del siglo XIX ya se conocia que mientras el sol o una - - Luz solar
bombilla incandescente presentan un espectro de emisidon

continuo, cuando se calienta un gas formado por atomos de un o
elemento especifico se obtiene un espectro de emision de lineas. _ Hidrogeno
O sea que los atomos solamente emiten (y absorben) radiaciones

de determinadas longitudes de onda. A estos espectros se les _- Helio

conoce como espectros de lineas y cada elemento produce un
conjunto Unico y caracteristico de lineas espectrales. De hecho -I"I_ Nedn
esto permite identificar a los diferentes elementos quimicos.

longitud de onda




Estructura atomica

También se sabe que las frecuencias (o longitudes de onda) a las que
emite un elemento dado son exactamente iguales a aquellas a las que
absorbe. O sea, la posicion donde aparecen lineas en el espectro de
emision de cada elemento quimico es exactamente la misma en la que
aparecen vacios en el espectro de absorcion.

frecuencia
_—
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Hidrégeno

La pregunta logica a responder era ¢Qué caracteriza a la estructura atomica que hace que cada atomo tenga
un espectro de lineas unico? Para responderla es necesario entonces conocer la estructura de los atomos.

Modelo de Thompson

Observo como los rayos catédicos se desviaban bajo la accién
de un campo eléctrico. Una parte continuaba su trayectoria sin
desviarse (particulas neutras), otra se desviaba en direccién del
catodo (particulas con carga positiva) y otra se desviaba en
direccion del anodo (particulas negativas). A estas ultimas son a
las que conocemos actualmente como electrones (o rayos B).

Placa con Tubo al vacio
carga positiva
¥ £ Rayos 3
Rayos ¥
_ Rayos a
Catodo Anodos
colimadores Placa con Placa

carga negativa fluorescente

Los rayos catddicos se obtiene en un tubo al vacio con
dos electrodos en su interior. Estos se conectan a un
circuito, de forma que uno de los electrodos queda
cargado negativamente (catodo) y otro positivamente
(anodo).



Estructura atomica

Modelo de Thompson

Antes de este experimento se pensaba que el &tomo era una particula indivisible. Como el experimento de Thomson
demostraba que los atomos tenian una estructura interna formada por particulas negativas y positivas, ahora el
problema era explicar como se encontraban éstas en los atomos.

El primer modelo para explicar esto se debido al propio
Thomson (1904). Propuso que la carga positiva podia estar
distribuida con densidad uniforme en todo el volumen del
atomo con los electrones embebidos dentro de esta nube de
carga positiva, como pasas dentro de un pudin. De hecho asi se
le conoce aun hoy a este modelo, como el modelo atémico del
pudin con pasas, o del pan con pasas. Tuvo una vida muy corta,
solo 6 afos, y aunque hoy nos pueda parecer una idea absurda
en su momento fue un gran paso hacia el conocimiento de la
estructura atdomica, al proponer por primera vez la existencia

de particulas subatémicas.

“corptsculos” /.

(electrones) ——

“esfera de carga / -

positiva uniforme”




Estructura atomica

Modelo de Rutherford

Algunas particulas
En 1911 Rutherford publica los resultados de un experimento se dispersan
en el que se hacia incidir un haz de particulas a (con carga
positiva) sobre una |dmina de oro delgada. El resultado
esperado segln el modelo atdmico de Thomson era que la
mayor parte de estas particulas se desviaran de su trayectoria,
en un angulo cercano a los 1809, a causa de la nube con carga
positiva. Sin embargo lo que se observd fue que solo una
pequena fraccion se desviaba, y lo hacia en diferentes angulos,
mientras que la mayor parte de las particulas a continuaba su
trayectoria sin desviarse, como si atravesaran los atomos.

La mayoria de las particulas
no se desvia

Lamina
delgada
de oro

Haz de
particulas

Pantalla circular
Fuente de fluorescente

Estos resultados demostraron que la regidon del atomo cargada ,
particulas o

positivamente (nucleo) era muy pequefia en comparacion con
el tamano total del atomo. Ademas la mayor parte de la masa Las particulas alfa (a) son nticleos de helio-4 (4He)

del atomo parecia estar concentrada en el nucleo. completamente ionizados, es decir, sin electrones.
Estan formadas por dos protones y dos neutrones.



Estructura atomica

Modelo de Rutherford

En base a estos hallazgos se propone un nuevo modelo atdmico donde el nucleo ocupa la regidon central.
Alrededor de él se mueven los electrones y la mayor parte del volumen del atomo es un espacio “vacio”.

A este modelo se le conoce como el modelo “planetario” del atomo, debido a la rapida analogia que puede
establecerse entre él y el sistema planetario solar.

El tamano del atomo estaria relacionado con el radio de la drbita del electron mas externo.

Electron




Estructura atomica

Modelo de Rutherford

Segun las leyes de la electrodindmica clasica, en este modelo los electrones no podrian encontrarse en
reposo ya que debido a las fuerzas electrostaticas el sistema no seria estable. Si suponemos entonces que los
electrones se mueven alrededor del nucleo y analizamos ese movimiento de acuerdo con las leyes de la
fisica clasica, resultaria que los electrones en una trayectoria curvilinea tendrian aceleracion y deberian
emitir radiacién continuamente. Esto provocaria la emisién de un espectro continuo ya que la frecuencia de
revolucion de los electrones cambiaria de forma continua por estar emitiendo energia. Mas aun, como
resultado de la emisidn de energia los electrones terminarian colapsando sobre el nucleo en un tiempo
aproximado de 107 s. En otras palabras, los atomos tendrian vidas muy cortas.

Las evidencias experimentales niegan rotundamente ambas cosas.

Entonces surgid una pregunta crucial acerca no solo de la estructura atémica, sino del comportamiento
general de los sistemas microscopicos:

éPor qué los electrones, que se mueven a grandes velocidades alrededor del nicleo cargado no
consumen su energia y caen, siguiendo una trayectoria en espiral, sobre el nicleo atomico?



Estructura atomica

Modelo de Bohr

En 1913, Niels Bohr planted un modelo para el &tomo de H, basado en los siguientes postulados:

Postulado 1:

En el atomo de H, el electrdn gira alrededor del nucleo en orbitas h

estacionarias caracterizadas por valores de momento angular talesque: MmMVr =n 2—
T

O sea que los posibles valores del momento angular orbital estan cuantizados.

Este postulado equivale a decir que el electron puede encontrarse en estados estacionarios
correspondientes a determinadas energias (en orbitas planas de radios especificos) en los cuales
aunque esté en movimiento no emite energia.

Postulado 2:

En las condiciones adecuadas, un electrdn o cualquier sistema atdémico puede pasar Generalizacidon
de un estado estacionario n a otro m, de energias E, y E,,, respectivamente. <« de la hipdtesis
Si E, > E,_ el sistema emite energia. Si E, < E_, el sistema absorbe energia. de Planck

La radiacion emitida o absorbida estd asociada
con un fotdn, cuya energia viene dada por: AF = /vy



Estructura atomica

"Debemos dejar en claro que cuando se trata de atomos, el "cualquiera que no se sorprenda por la teoria
lenguaje solo se puede usar como en la poesia." —Niels Bohr cudntica, no la ha entendido"” —Niels Bohr

Modelo cuantico

Un problema con el modelo de Bohr era que consideraba a los electrones como particulas en 6rbitas planas
definidas con precision. Con base en la idea de De Broglie de que las particulas pueden tener comportamiento
ondulatorio, Schrodinger propuso que el comportamiento de los electrones dentro de los dtomos se podia
explicar al tratarlos matematicamente como ondas de materia. Este modelo, que es la base del entendimiento
actual del &tomo, se conoce como el modelo mecdnico cudntico o de las ondas mecdnicas.

De manera resumida se basa en:
* Los electrones se comportan como ondas de materia.

* Los electrones en los atomos pueden describirse con una serie de funciones de onda
asociadas a energias cuantizadas.

* El cuadrado de la funcidén de onda representa la probabilidad de encontrar al electréon en una
determinada region espacial del atomo.

* Un orbital atdmico se define como la region tridimensional de un atomo donde hay mayor
probabilidad de encontrar al electrén.



Principios de la mecanica cuantica

Principio de incertidumbre de Heisenberg

No se puede determinar, simultdaneamente y con precision arbitraria, ciertos pares de variables fisicas, como
son, por ejemplo, la posicion y el momento lineal de un objeto dado.

AxAp. =h donde h=i=1.05x10_34Js

2
Las variables asociadas a través de este principio se conocen como candnicas conjugadas.

Otro ejemplo son la energia y el tiempo.

Este principio es resultado del comportamiento de los sistemas microscdpicos, no de limitaciones en los
procesos de medicion.

El principio de incertidumbre implica que en mecanica cudntica no existe el concepto clasico de
trayectoria, ya que no se puede conocer simultaneamente y con precision infinita la velocidad y la posicion
de objetos en sistemas microscopicos a un tiempo dado.

En lugar de trayectorias clasicas hablamos entonces de la probabilidad de encontrar al sistema de interés
en una cierta region del espacio, con un cierto valor de momento asociado.

La interpretacion y el caracter predictivo de la mecanica cuantica son probabilisticos.
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Principios de la mecanica cuantica

Principio de indistinguibilidad

En a mecanica cldsica, si se tiene un conjunto de particulas idénticas, estas son distinguibles.
Esto quiere decir que si se enumeran las particulas de un sistema en un instante y se hace un
seguimiento de su trayectoria; entonces en un tiempo futuro sera posible identificar las particulas.

Por el contrario, en mecanica cuantica debido al principio de incertidumbre, no existe el concepto de
trayectoria y por lo tanto no podemos utilizarla para distinguir entre particulas idénticas.

Principio de antisimetia

Es una consecuencia del principio de indistinguibilidad.

Consideremos dos particulas idénticas, definidas por cuatro variables: tres espaciales y la de espin (Ejemplo: x;,
Y1, 24, Mg, para la particula 1). Al conjunto de las cuatro variables lo representaremos como g;.

La funcién de onda que describe al sistema de las dos particulas sera: ¥ (ql, q,

2
La probabilidad de encontrar a la particula 1 en el punto 1y a la particula 2 en el punto 2 sera: Y [ql (1),% (2)]

Como las particulas son idénticas, deben ser indistinguibles, por tanto debe cumplirse que:

v [ql (1), 4, (2)] = [ql (2).4, (1)]

11



Principios de la mecanica cuantica

Principio de antisimetria

¥*[4,(1).4.(2) ]=¥*[4,(2). 4, (1)

Esta condicion se satisface de dos maneras, respecto a la simetria de la funcion de onda
Y[ q,(1),4,(2)]=¥]4,(2),9,(1)] Funcién de onda simétrica
W[ q,(1).4,(2)]=-¥[4,(2),4,(1)] Funcién de onda antisimétrica

Las particulas de espin semientero (como los electrones) son descritas por funciones antisimétricas. Se les
llama fermiones y obedecen la estadistica de Fermi-Dirac.

Las particulas de espin entero (como los fotones) son descritas por funciones simétricas. Se les llama
bosones y obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

Que los electrones sean descritos por funciones antisimétricas respecto al intercambio de coordenadas
(incluyendo el espin) se conoce como principio de antisimetria o principio de exclusidon de Pauli.

12



Principios de la mecanica cuantica

Principio de exclusion de Pauli

Este principio enunciado en 1925 establece que no puede haber dos electrones en un mismo
atomo con todos sus numeros cuanticos idénticos (o sea, en el mismo estado cuantico).

Con base al descubrimiento de Stoner, un aio antes, que las ocupaciones maximas para las subcapas s, p, dy f
en un atomo eran 2, 6, 10 y 14, y los trabajos de Landé en espectroscopia, Pauli indicé que eran necesarios
cuatro numeros cuanticos para caracterizar el estado de cada uno de los electrones de un atomo.

Mas tarde Samuel Goudsmit definié los cuatro nimeros cuanticos como:
n, nUmero cuantico principal, con valores enteros positivos (1, 2, 3...)
[, nimero cudntico acimutal, con valores enteros positivos de 0 hasta n-1
m, el nimero cuantico magnético con valores enteros 0, +1, + 2..., + [
mg, nuevo numero cuantico con dos valores + 1/2

Luego Uhlenbeck y Goidsmit atribuyeron el cuarto numero de Pauli a un
movimiento extra del electron: la rotacion alrededor de su propio eje
(espin). Al rotar, el giro del electron producird un momento angular y la
rotacién de su carga daria lugar a un momento magnético. Como m, sélo tenia
dos valores, propusieron que cada uno de ellos indicaba el sentido de la
rotacion del electron.

13



Principios de la mecanica cuantica

El espin: Experimento de Stern y Gerlach (1922)

Prediccion
clasica Resultado

: Haz de atomos de plata
experimento

Consistié en enviar un haz de dtomos de plata a través de

un campo magnético no uniforme (aumentaba en N
direccién perpendicular a la del haz). ,\

Sl

El resultado esperado (prediccidn clasica) era una distribucion \ Fuente
con la maxima intensidad del haz centrada a lo largo del eje
desde el cual salié emitido, decreciendo a distancias cada vez

mas alejadas del punto de impacto. Eﬂg’{f}gg";ﬁg’;ﬁw

El resultado obtenido fue que todas las particulas eran desviadas o bien
hacia arriba o bien hacia abajo en dos grupos claramente distinguibles y de igual intensidad.

Este resultado no pudo explicarse hasta 1925, cuando se postulé el espin, un momento angular intrinseco sin
analogo clasico. El espin electrénico esta cuantizado, pudiendo tomar su nimero cuantico sélo los dos valores de

igual magnitud y signo contrario.

14



Principios de la mecanica cuantica

Principio de superposicion de los estados

Primero definamos ....

El principio de superposicion o teorema de superposicion es una herramienta matematica que permite
descomponer un problema lineal o de otro tipo en dos o mas subproblemas mas sencillos, de tal manera
que el problema original se obtiene como "superposicion"” o "suma" de estos subproblemas mas sencillos.

Segun la definicidon de Dirac, un estado cuantico es un objeto matematico que contiene la informacion de
gue disponemos sobre un sistema fisico. Idealmente, si conocemos el sistema perfectamente, un estado
cudntico contiene toda la informacién acerca del sistema. En notacion de Dirac (bra-ket), si un sistema se
encuentra en un estado E, lo representaremos como: | E).

Otra forma de definir el estado cuantico es: cualquier movimiento no perturbado, restringido por tantas
condiciones como sea tedricamente posible, sin que existan contradicciones o interferencias entre ellas.

Ejemplo: La expresion ¥(r)=<r|1s>, funcion de onda para un electrén en un orbital 1s, es Ia
representacion espacial del estado cudntico de ese electrdn (i.e. su proyeccion en el espacio real).

15



Principios de la mecanica cuantica

Principio de superposicion de los estados

Establece que entre los estados existen relaciones tales que cuando un sistema se encuentra en un estado
podemos considerar que se encuentra parcialmente en otros dos o mas estados.

Entonces, un estado puede ser considerado como el resultado de la superposiciéon de dos o mas estados
diferentes y viceversa (la superposicion de dos o0 mas estados da lugar a un nuevo estado).

Supongamos que tenemos dos estados A y B. De manera que cuando se realiza una observacion de estos
estados se obtienen los resultado a y b, respectivamente.

¢Cudl serd el resultado de la observacion de un estado C descrito por la superposicion de Ay B?

La naturaleza no clasica del proceso de superposicion se evidencia en la respuesta a esta pregunta.

Algunas veces el resultado serd a y otras b, nunca diferente a estos valores. La probabilidad de obtener
uno u otro de estos dos valores dependerd de las caracteristicas de la superposicion. Y es dicha
probabilidad la que define el caracter intermedio del estado C.

Cuando se observan particulas microscopicas y la observacion se repite, bajo idénticas condiciones, el
resultado no sera siempre el mismo. Cada resultado se obtendra una fraccidon definida del total de veces que
se realice la observacién. Lo que puede calcular la teoria es la probabilidad de obtener un resultado particular.
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Teoria cuantica:

Fundamentos del formalismo de la mecanica cuantica.
Vectores. Funciones continuas.
Operadores, autovalores y autofunciones.
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Formalismo de la mecanica cuantica

Vectores y superposicion de estados

Dado que el proceso de superposicion de los estados es aditivo, su representacion requiere de
magnitudes matematicas que puedan sumarse para dar lugar a magnitudes del mismo tipo.

Los vectores son un ejemplo de esto.

Los vectores que usamos en mecdanica clasica tienen un nimero finito de dimensiones (1, 2, 3).

Esto no es suficientemente general para muchos de los sistemas estudiados en mecanica cuantica.
Es necesario hacer entonces una generalizacion a vectores con un niumero infinito de dimensiones
y es en términos de este tipo de vectores que se formula actualmente la mecanica cuantica.

Al espacio vectorial de dimension infinita se le conoce como espacio de Hilbert.

— - - Suma de los vectores K y L, multiplicados por los
M=c¢K+c,L . | Y P '°
1 2 numeros complejos ¢, y ¢,, para dar lugar al vector M

Se puede sumar también una secuencia infinita de vectores.

. . N

Un vector es linealmente dependiente cuando puede Z T ~0

expresarse en término de otros vectores. Cn n o
n=0

Cuando ninguno de los vectores de un conjunto puede
expresarse en término de los otros, el conjunto de vectores
es linealmente independiente.

se cumple si ¢;=¢,...=c,

18



Formalismo de la mecanica cuantica

Vectores y superposicion de estados

Para un vector dependiente de una variable x, que puede tomar cualquier valor en J‘K— dx = Q
un cierto rango, al integrar dicho vector con respecto a x se obtiene otro vector. (x)

Asumiendo que a cada estado de un sistema dindmico, a un tiempo particular, le corresponde un vector, la
correspondencia es tal que si un estado resulta de la superposicion de otros, su vector correspondiente puede
ser expresado linealmente en término de los vectores representativos de esos otros estados y viceversa.

Cuando dos o mas estados se superponen, su orden en el proceso de superposicidon n o es importante, o sea
dicho proceso es simétrico entre los estados que participan.

En el ejemplo anterior:  s; |os coeficientes son #0, que la relacién de superposicidn sea simétrica entre los estados
. - __ M, Ky Lquiere decir que del mismo modo que M se puede formarse por superposicion
M = ClK + CzL de Ky L, K puede formarse por superposicién de My L, y L por superposicion de My K.

De la superposicidon de un estado consigo mismo no surge ningun estado nuevo:
cK+c,K = (c1 +cz)K

i.e., si el vector que representa un estado se multiplica por un niumero complejo

cualquiera, diferente de cero, el vector resultante representa al original.
19



Formalismo de la mecanica cuantica

Funciones continuas

Si f'y g son funciones continuas dependientes de la variable real x, el producto b
interno de gy f'se representa como ( f| g ) y en el intervalo [a,b] se define como:

donde el asterisco representa a la funcion complejo-conjugada

} >0
|1

La norma, se representa IifIl como y se define como:

0= sfots] ={f

Algunas propiedades de las funciones continuas:

Un conjunto de funciones continuas, definidas en el intervalo
[a,b], esta normalizado para todo valorde n (1, 2, ..., n) si:

1

—

~

\S)
Il

Una funcidn se normaliza dividiéndola por su norma.

fu)=0

Un conjunto de funciones es ortogonal, si para m # n se cumple que: <fn

20



Formalismo de la mecanica cuantica

Funciones continuas

Algunas propiedades de las funciones continuas:

Un conjunto de funciones normalizadas y ortogonales se denomina conjunto ortonormal.

Los conjuntos de funciones ortonormales se pueden representar como: <fn

1 si n=m
donde 9, es la funcion delta de Kronecker: 5nm =

Osinzm
r .
f+g=g+f Ley conmutativa
Ademds para las c(f+g)=cf +cg Ley distributiva ( ¢ es una constante)

funciones continuas < f +(g +h) = (f+ g)+ h Ley asociativa

se cumple que:
f-0=0 Elemento neutro

9 f’l = f Elemento unitario

1y =J 1 o] =

51111/1

21



Formalismo de la mecanica cuantica

Funciones continuas

Alguna

Un co

Los cc

Las propiedades de vectores y funciones son
equivalentes, excepto porque las funciones pueden ser
complejas. Las operaciones que pueden realizarse con
ambos también son equivalentes.

Entonces un conjunto de funciones continuas, bajo las
definiciones de producto interno y norma presentados,
genera un espacio vectorial y puede trabajarse con ellas
como si fueran vectores.

el

te)

se cumple que: )
f-0=0 Elemento neutro

f’l = f Elemento unitario

nm

22



Formalismo de la mecanica cuantica

Operadores

Un operador puede considerarse como un simbolo o notacidn abreviada de un conjunto bien definido de
operaciones matematicas que actuan sobre una funcion, llamada operando.

Ejemplo: §f=g

Significa que al aplicar el operador B sobre la funcidon f'se obtiene la nueva funcion g

Autovalores y autofunciones de un operador:

Para ciertos operadores se cumple que: Bf —b f

Significa que al aplicar el operador B sobre la funcion f'se obtiene como resultado el producto de una
constante (b) por la misma funcion f. En este caso f'es autofuncién y b es autovalor del operador B.

Propiedades de los operadores:

+ ;1 Ley conmutativa

B
(A + B) f =Af + Bf  Leyes distributiva y asociativa

23



Formalismo de la mecanica cuantica

Operadores

Propiedades de los operadores:

En un producto de operadores actua primero el A A
ubicado inmediatamente a la izquierda del operando: ABf - A(Bf)

A,B |=0 Los operadores conmutan

Si -
A,B |# (0 Los operadores no conmutan




Formalismo de la mecanica cuantica

Operadores Propiedades de los operadores:

Conmutacion de operadores:

Teorema: Dos operadores que tienen las mismas autofunciones, conmutan. Demostrar el teorema

Reciproco: Si dos operadores conmutan, tienen las mismas autofunciones.

Tarea:

y su reciproco

Relacion con el principio de incertidumbre:
Si dos operadores no conmutan, las variables que estos representan estan relacionadas por el principio de
incertidumbre y se conocen como candnicas conjugadas.

Ejemplo:

X=X
~ hd
Px= idx

hd | hodg
X X———P=—x—L
p¢ za’x¢ I dx
~ . hd dp N\ b dg h
= xp=— —X— 4=
PP zdxx¢ i dx v )= ixdx i

;CA ¢ . x¢ _ __¢ No conmutan. No pueden medirse
P P, i simultaneamente con precision arbitraria.
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Formalismo de la mecanica cuantica

Operadores Propiedades de los operadores:

Operadores lineales: ~ ~
L (cl. f, ) =c Lf,

Un operador es lineal si cumple con: . . ~
L(efi+e,fo+..+c,.f,)=c Lfi+c,Lf, +...+¢,Lf,

Operadores hermiticos:
%k
Un operador es hermitico si cumple con: fz

(i]”j)dr:j(i*fi*)fj dr

donde el * representa complejo-conjugados y dt es el elemento diferencial en el
hipervolumen de n dimensiones.

De modo que el operador J‘( )dZ' es una integral multiple.

Propiedades de los operadores hermiticos:

(1) Sus autovalores son numeros reales.
(2) Las autofunciones correspondientes a diferentes autovalores son ortogonales.
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Ejemplo desarrollado:

Ejercicio 1:

Estime la indeterminacion
minima en la velocidad de un
electréon en una region
unidimensional de longitud 2a,,.
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